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Q Dans une famille, il y a deux enfants. L'ainé est garcon. @uest la
probabilité que le deuxiéme soit garcon ?
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probabilité que le deuxiéme soit garcon ?

R 1/2

Q Dans une famille, il y a deux enfants. Au moins un des deuxasog.
Quelle est la probabilité qu’il y ait deux garcons ?
R 1/3

Q Dans une famille, il y a deux enfants. Un des deux s’appellechla

Quelle est la probabilité qu’il y ait deux garcons ?
R ?
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» Notreintuition probabilistesemble plut6t faible
» Lesmathématiquesont appercues comme umagie occulte

I || faut des outils pour aider les étudiantsérioriserles concepts
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Outline

Lintuition probabiliste

J. SEGERS (ISBA, UCL) Démystifier |a statistique http://CFIES2010.ulb.ac.be 5/42



Obstacles a la compréhension

» Pauvre intuition de phénoménes aléatoires
» Base faible en mathématiques

J. SEGERS (ISBA, UCL) Démystifier |a statistique http://CFIES2010.ulb.ac.be 6/42



En comparaison avec I'arithmétique et la géométrie,
notre intuition en probabilité est faible

“Children count and calculate with quantities in their eyelay
life. Furthermore, a check of success is easy with naturativers
where the calculation of 2+2 yields the immediately testabkult
of 4.
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En comparaison avec I'arithmétique et la géométrie,
notre intuition en probabilité est faible

“Children count and calculate with quantities in their eyelay
life. Furthermore, a check of success is easy with naturativers
where the calculation of 2+2 yields the immediately testabkult
of 4.

Such feedback is complicated with probabilities : the emtly
small probability of winning in a state lottery is counteited by the
fact that people win every week” BOROVCNIK & BENTZ (1991)
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En comparaison avec I'arithmétique et la géométrie,
notre intuition en probabilité est faible

“Why has the theory of probability failed to influence
mathematics to the same extent that geometry has ?
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En comparaison avec I'arithmétique et la géométrie,
notre intuition en probabilité est faible

“Why has the theory of probability failed to influence
mathematics to the same extent that geometry has ?

Because we possess a natural geometric intuition but no
probability intuition.” — A. ENGEL (1970)
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Intuitionin

Science and
Mﬂﬂ]ﬁﬂ?ﬁms EBRAIM FISCHBEIN (1975)
Eraim ischosin The Intuitive Sources of Probabilistic

Thinking in Children

J Mathematics
Education
Library

Kluwer Academic Publishers
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Quelques idées fausses typiques

Effet de la taille de I'échantillon
La probabilité d’avoir au moins 2 fois « pile » aprés 3 lancéme piéce est :

O inférieure a
O égale a
[ supérieure &
a la probabilité d’avoir au moins 200 fois « pile » apres 30@é&s.
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Quelques idées fausses typiques

Leffet de I'axe du temps (le phénomene de FALK)

Une boite contient 3 billes, 2 blanches et 1 noire. Jean emnitie et il la mise
de cbté sans la regard. Aprés il tire urteeRil voit qu’elle est blanche.
La probabilité que la'tbille soit blanche, est-elle

O inférieure a
O égale a
[ supérieure &
a la probabilité qu’elle soit noire ?
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Techniques pour construire I'intuition probabiliste

v

Présentation : arbres, diagrammes
Arithmétique : fréquences

v

Géométrie : aire, volume

v

v

Analogies
Expériences : Simulations

v
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Techniques pour construire I'intuition probabiliste

v

Présentation : arbres, diagrammes
Arithmétique : fréquences

v

v

Géométrie : aire, volume

v

Analogies
Expériences : Simulations

v

4 Par contre, enterrer les concepts dans un formalisme
mathématique n’aide pas a la compréhension !
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Outline

Calcul de probabilité
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Lillusion de la linéarité (1)

(1501-1576)

J. SEGERS (ISBA, UCL)

PE3JE:) =1/36

P(au moins 1 foi§3Ed
aprés 18 lancés de deux glés

&
#18/36=1/2

VAN DOOREN ET AL (2003)

Démystifier |a statistique http://CFIES2010.ulb.ac.be 14/ 42



Lillusion de la linéarité (2)

ANTOINE DE GOMBAUD, le Chevalier de
Méré (1607-1684) :

P(au moins 23 apres 4 lancés

e
% P(au moins aprés 24 lancés

BLAISE PASCAL
(1623-1662)
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Non-linéarité des probabilités : loi additive

P(AuB)=P(A) +P[B)-P(AnB)
Démonstration :
P(AuB)=PA\B)+P(AnB)+P[B\A)

= P(A\B) + P(AnB) + P(B\ A) + P(An B) ~P(AN B)
—P(A) =P(B)

Jongler avec des identités, peu convainquant. ..
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Application mécanique d’'une formule occulte

P(au moins 1 fois « pile » apres 2 lancés d’'une piecB(AuB)
A= {«pile » au ¥ lancé
B = {« pile » au 2lancé
Gréace a la loi additive :

P(AuB)=P(A) +P(B)-P(AnB)
=1/2+1/2-1/4=3/4

J. SEGERS (ISBA, UCL) Démystifier |a statistique http://CFIES2010.ulb.ac.be 17/ 42



Représentation de I'espace d’échantillonnage
au moyen d’'un tableau

B
A[PP PF
FP FF

Calcul :
2+2-1 3

P(AuB) =

MW
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Représentation de I'espace d’échantillonnage
au moyen d’'un arbre

1/2  pile
° /
\

1/2 face

/
—~—
1/2 face

Calcul :
1/2+(1/2x1/2) =3/4
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Outline

Probabilités conditionnelles
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Probabilité conditionnelle :
changement de classe de référence

P(maladg test positif

&
# P(test positif malade

THOMAS BAYES (1702-1761)

“Essay Towards Solving a Problem in
the Doctrine of Chances”
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La solution offerte par le pasteur BAYES
est ingénieuse mais peu intuitive

Théoréme de BAYES

P(ANB
PA|B) = (P(g))
_PBNA) _PBIAPA
~ PB  P®B
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La solution offerte par le pasteur BAYES
est ingénieuse mais peu intuitive

Théoréme de BAYES

P(ANB

PA|B) = (P(g))
_P(BnA) _PBIAPA)
~ PB  P®B

Démonstration simple. Toutefois :
» Changement de classe de référenceXadd)
» Facile a se tromper dans la formule
» Conclusion peu intuitive
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LET'S SEE...

A)
P{B
= 34

WE DID IT 5 TIMES
THIS PAST MONTH.

YOU COUNTED?!

P{B|A) = 3/5
P(A) = 5/30
P(B) =4/30

p(AR) = LEIA PR

1

S0 THAT
MEANS I
HAVE & 16.8%
CHANCE OF
HAVING SEX
TONIGHT.

BAYESIAN
INFEREMCE.

50, GIVEN THAT YOU
COMPLIMENT HER EYES,
YOU HAVE A 75%

CHANCE OF GETTING
SEX TONIGHT.

LET “A" BE THE EVENT

THAT YOU GET LAID. LET "B"

BE THE EVENT THAT YOU
COMPLIMENT HER EYES.

CUT OF THE FIVE TIMES
YOU 6OT LAID, HOW
MANY TIMES DID YOU
COMPLIMENT HER EYES?

FROM THOSE 5 TIMES,
I COMPLIMENTED
HER EYES 3 TIMES.

BUT I
COMPLIMENT
HER EYES
ONCE A WEEK.

SWEET!

BAYESIAN INFERENCE
IS GETTING ME
SEX TONIGHT!

)

spikedmath.com
® 2010

"

@

http://spi kedmat h. conl 226. ht m

J. SEGERS (ISBA, UCL)

{getting laid

PAIB) =7?

fcomplimenting her eyes
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http://spikedmath.com/226.html

Approche classique

A= {getting laid, P(A) =5/30
B = {complimenting her eyés P(B) =4/30

PB|IA =3/5 = PAIB) ="?
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Approche classique

A= {getting laid, P(A) =5/30
B = {complimenting her eyés P(B) =4/30

PB|A) =3/5 = PA|B) ="?
Grace au théoreme deaBES :

P(BIAPA)  (3/5) x (5/30)

PAIB = —F8 =" 430

=3/4
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Autre répresentation :
fréquences naturelles
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Autre répresentation :
fréquences naturelles

A=0,B=

Arithmétique élémentaire :

__3 3
“3+1 4

La classe de référence (30) reste fixée tout au long du calcul.

P@1)
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(]

RECKONING WITH

LEARNING TO LIVE
WITH UNCERTAINTY

GERD GIGERENZER(1947)
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Aider les médécins a comprendre
les implications d’un test positif

P(cancey = 1%
P(test +| cancey 80% 3 = P(canceftest$=?
P(test + pas de cancer 10%
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Aider les médécins a comprendre
les implications d’un test positif

P(cancey = 1%
P(test +| cancey
P(test + pas de cancer

80% } = P(canceftest § = ?
10%

P(cancer test 4
8

=81o9 %

GIGERENZER & EDWARDS
(2003)
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Outline

Lois continues
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Approche classique :
théoréme fondamental de I'analyse

Fonction de répartitior et fonction de densité:
d
fo) = ax F(
X
f fydy=F®X

4 Calcul de dérivées et d'intégrales :
appercue comme une collection de formules a apprendre par coe
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Approche classique :
théoréme fondamental de I'analyse

Fonction de répartitior et fonction de densité:
d
fo) = ax F(
X
f fydy=F®X

4 Calcul de dérivées et d'intégrales :
appercue comme une collection de formules a apprendre par coe
Faute typique

£
fX) ZPX=x=0
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Géomeétrie et calcul infinitésimal

) PxsX<x+dx =f(X)dx

dx = difference erx

X x+dx

dx
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Une probabilité est une aire est une intégrale

f(x) f(x)

a X x+dx b a

b
P(a< X < b) = Somme poura< x< b desf (x) dx:f f (%) dx
a
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PX<a) PasX<b) P(X=D)
= [Pfeodx = [Pfeodx = [fdx
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La méme intuition géométrique
s’appligue au cas multivarié

graphique de f

(A%

\\\\
R

N
DR
Z R

f(x,y) = hauteur d’un paveé droit de badgx dy émanant du poinix, y)

http://CFIES2010.ulb.ac.be 33/42
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La méme intuition géométrique
s’appligue au cas multivarié

univarié bivarié
variable aléatoireX variables aléatoireX, Y

» densitéf : R — [0, +oo| » densitéf : RZ — [0, +o0[

» POUurAcR, » PourAcR?,

PXeA) PIX,Y) € Al
= freaf(0dx = ff(xyy)eAf (%, y) dxdy
» |"aireau-dessus da et en » le volumeau-dessus da et en
dessous dé dessous dé
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Une probabilité est un volume est une double intégrale

(A TAN
(2K 1AW

‘umuuH\H\MNI\UW\1 HJ

00 00

3x si0Osysxs<l1
foxy = ) A={xy):1/4<y<sx<1/2}
0 sinon
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Une espérance est comme
le point d’équilibre d’une bascule

150t 2 ] - %&m

dA PR
Balspce: I50x2 = 5Dx 6 EX) =

AIGE . fxf(x) dx

HE e el
A = sommedistancex poid9

/\ MARTIN (2003) JSE
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Outline

Conclusion
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Quid de Marcel ?

Dans une famille, il y a deux enfants. Un des deux s’appelleedla
Quelle est la probabilité qu'il y ait deux garcons ?

Nombre de familles a deux enfants

2¢ enfant
Marcel garcon, autre fille

Marcel m n—m n
lerenfant garcon, autre n—m
fille n
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Quid de Marcel ?

Dans une famille, il y a deux enfants. Un des deux s’appelleedla
Quelle est la probabilité qu'il y ait deux garcons ?

Nombre de familles a deux enfants

2¢ enfant
Marcel garcon, autre fille

Marcel m n-m n
lerenfant garcon, autre n—m
fille n
2n-m 2n 1
m< n= P(deux garconsMarce) = ~— ==
<n=¥ garcons b4n—m4n2
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NATIONAL BESTSELLER

T

: )
unkar '/*S
L welk/ |

i

How /
Jmnes
Rulesf
,: |_|ves

g Leonard pdinow

LEONARD MLODINOW (2008)
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Conclusion

» Notreintuition probabilistesemble plut6t faible
» La magie mathématiquest appergue comme aieus ex machina

» Ouitils pour aider les étudiantsidtérioriserles concepts :

» Présentation : arbres, diagrammes
» Arithmétique : fréquences

» Géométrie : aire, volume

» Analogies

» Expériences : Simulations

www. ucl ouvai n. be/i sba
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www.uclouvain.be/isba
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